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Uber Projektionen und Spiegelungen
von ebenen Texturen

Franz Gruber

1 Einleitung

Man stelle sich einen Diaprojektor vor, der das Bild eines beliebigen Fotos auf ein
weiles, im Wind flatterndes Leintuch wirft. Man wiirde doch mit einer gewissen
Neugierde dem Ergebnis entgegensehen, vor allem, wenn Wind, Foto, Projektor-
position und Betrachterposition stetig veranderliche GroRen sind.

Dies via Computeranimation zu simulieren war die Grundidee meiner Diplom-
arbeit, welche aus praktischen Experimenten mit Diaprojektor und rotierenden
Projektionsflichen entstanden ist.

Die Beschaftigung mit diesem Thema fiihrte mich fast automatisch zur Frage
von Spiegelungen von Texturen an geometrischen Flachen. Dieser zweite Teil
meiner Arbeit, sowie eine Ubersicht der heutzutage verwendeten Methoden fiir
Spiegelungen wird ab Seite 39 diskutiert.

Bei der Programmierung von Lichtprojektionen muss man mehrere Klassen von
Projektionsflichen unterscheiden, weil geschlossene Kdrper (Wiirfel, Tetraeder,
Kugel,...) anders zu behandeln sind als Funktionsgraphen. Funktionsgraphen
sind wiederum in explizite und implizite dargestellte Funktionsgraphen zu unter-
teilen. Algebraische Funktionsgraphen sind weiters ihrem Grade nach zu unter-
scheiden, da ihre numerische Behandlung unterschiedlich ist.

Vor allem aber besteht ein groer programmiertechnischer Unterschied zwischen
zwei Grundideen im Bildaufbau:

Methode A: Die Partitionierung des Dias mit anschlieBender Berechnung der
DurchstoRpunkte der Lichtstrahlen durch die Projektionsflache.

Methode B: Die Partitionierung der Projektionsfliche mit anschlieBender Be-
rechnung der DurchstoBpunkte der Lichtstrahlen durch das Dia.



AulBerdem treten die Fragen nach der Sichtbarkeit, Schattierung und perspekti-
vischer Darstellung des Abgebildeten auf. Ein zentrales Problem war, bei allen
Varianten des Problems die Geschwindigkeit des Algorithmus zu maximieren, um
eine Echtzeit-Animation (in Bewegung) zu ermdglichen. Die einzelnen Program-
me wurde mit der Geometrie Software Open Geometry [1] erstellt, welche auf
C++ und OpenGL basiert. Den Autoren dieser Software, Georg Glaeser und
Hans-Peter Schrocker, mochte ich an dieser Stelle herzlich fiir ihre hilfsbereite
Betreuung und Unterstiitzung meiner Diplomarbeit danken.

Die Software samt einer ausfiihrlichen Programmbeschreibung in Buchform ist
im Handel erhéltlich. Im folgenden Aufbau der verschiedenen Konzepte werde
ich z.T. die zugehorigen Ausziige (Definitionen, Befehlszeilen, Beispiele ... ) des
Originalcodes in den den Text einbinden, sodass man das Skriptum parallel
zum Code lesen kann. Auf der beigelegten CD - ROM sind Demoversionen (exe
files) von animierten Projektionen und Spiegelungen, sowie deren Source Codes
zu finden.

2 OPEN GEOMETRY - Programmstruktur

Open Geometry Programme haben folgende Struktur:

#include opengeom.h"

//andere Includefiles und

//Deklaration der eigenen globalen Variablen
void Scene: :Init ()

{

//Inititialisierung der globalen Variablen
//und Vorbereitungen fiirs Programm

}

void Scene: :Draw()

{
//Hauptteil des Programms:
//Gibt die Bildszene aus

}

void Scene: :Animate ()

{

//Animationsteil:
//Bewegte Szenen kdnnen hier
//Rahmen fiir Rahmen gesteuert werden

}

void Scene: :CleanUp()



//Freigabe von allokiertem,
//globalem Speicher, falls notwendig (meistens ein Dummyfunktion)

}

void Projektion: :Def ()

{

//Initialisierung des Ausgabefensters
//z.b. Kameraposition

3 Projektionen

In diesem Kapitel werden verschiedene Moglichkeiten der Projektion von ebenen
Texturen auf gekriimmte Flachen bzw. geschlossene Korper diskutiert, und mit
der sogenannten Methode der kollinearen Dreiecke (siehe S. 17) wird eine dafiir
eigens entwickelte Abbildungsmethode vorgestellt.

3.1 Input Parameter

1. Lichtquelle : L
v3d L(Lx,Ly,Lz);
2. Diamittelpunkt : M
v3d M(Mx,My,Mz);
3. Dia (bitmap) : Mapl
TextureMap Mapl("PATH.bitmapname.bmp");
4. Projektionsflache: ¢
Real Functionl(Real x,Real y);
5. Parameter der Bewegung: Amplitude, Frequenz

Real amplitude,f;



Abbildung 1: Licht,Dia und Projektionsflache

3.2 Das Dia

Das sogenannte Dia ist in meinen Programmcodes stets ein Bitmapfile der Pi-
xelgroRe n x m, wobei n und m Zweierpotenzen sein miissen, da sonst Probleme
beim Einlesen des Files entstehen. Diese Bitmap braucht noch einen Rahmen

Poly3d TheSlide;

der Grole a x b in dem es sitzt, damit man es positionieren (verschieben und
rotieren) kann. Die Ausmale des Rahmens sind also grundsitzlich beliebig. Zu-
meist mochte man aber, dass das Verhaltnis von Lange zu Breite dem der Bitmap
gleicht, da sonst das Bild gestaucht oder gestreckt erscheint.

Wie bei einem gewodhnlichen Diaprojektor soll auch hier der Richtungsvektor der
Achse 77 = LM orthogonal zur Diaebene ),

Plane psi;

in der das Dia liegt, verlaufen.

3.3 Positionierung des Dias

TheSlide wurde im Programmteil Scene: :Init () so initialisiert, dass es in der
xz-Ebene liegt und seinen Mittelpunkt im Koordinatenursprung hat. Diese Initi-
alposition wird in Abb. 2 mit ¢y bezeichnet. Um es in die richtige Lage zu bringen
(Mittelpunkt= M, i_L¢), miissen zuerst zwei Rotationen um den Ursprung (Eu-
lerwinkel) und erst dann eine Translation des Dias in den eigentlichen Mittelpunkt
M vorgenommen werden. Der erste Drehwinkel (um die z—Achse) angle_x er-
rechnet sich aus dem Skalarprodukt von 77 und dessen zy-Projektion n_proj=
(ng,ny,0), und der zweite (um die y—Achse) angle_y aus dem Skalarprodukt
von n_proj und dem Einheitsvektor in y-Richtung ¢, = (0, 1,0).
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Abbildung 2: Das Dia in Initial.- und Endposition

// Scene::Init()

TheSlide[1]( a/2, 0, -b/2); TheSlide[2](-a/2,0,-b/2);
TheSlide[3] (-a/2, 0, b/2); TheSlide[4]( a/2,0, b/2);

Real 1= (M-L).LengthQ);

V3d n= (1/1x(M-L)),
n_proj(n.x,n.y,0);

Real
angle_x= acos (n*n_proj/n_proj.Length()),
angle_z= acos (n_proj.y/n_proj.Length());

if (n.z < 0) angle_x= -angle_x;
if (n.x < 0) angle_z= -angle_z;
TheSlide.Rotate(Xaxis,Deg(angle_x));
TheSlide.Rotate(Zaxis,Deg(-angle_z));
TheSlide.Translate(M.x,M.y,M.2);

3.4 Triangulierung

Es stellte sich nun grundsatzlich die Frage, wie man die Bitmap auf die Pro-
jektionsflache ,projiziert”. Naheliegenderweise wird man entweder die Fliche, in



der das Dia liegt, triangulieren (Methode A), oder auf der Projektionsflache ein
Triangulierung erzeugen (Methode B). Die Verbindungsgeraden dieser Triangu-
lierung mit der Lichtquelle L erzeugen dann automatisch die , korrespondierende”
Triangulierung der anderen Fliche. Zu jedem Dreieck der Diaflache gehdrt dann
im |dealfall genau ein Dreieck der Projektionsfliche. Man hat also zunachst die
mathematische Aufgabe, zugehdrige Dreiecke zu berechnen, genauer gesagt zu-
gehorige Eckpunktpaare (P:Z, p;)

Abbildung 3: Zwei entsprechende Dreiecke

3.5 Methode A: Partitionierung des Dias

Das Dia sitzt also in einem rechteckigem Polygon (Rahmen), welches nun be-
liebig fein trianguliert wird (Methode A). In meinen Programmen wurde diese
Triangulierung immer gleichmaRig vorgenommen. Es wére jedoch denkbar, Fla-
chen je nach vorliegender Situation ,,glinstig” zu parametrisieren, wozu allerdings
relativ komplexe Algorithmen notwendig waren.

Mit Methode A kénnen Bitmaps ungeschnitten auf die Projektionsfliche abge-
bildetet werden, d.h. es entstehen vollstandige Bilder, wie sie ein realer Projektor
auch erzeugen wiirde. Dies ist der groRe Vorteil dieser numerisch etwas aufwan-
digeren Methode.

—

Es sei g: X (s) = (X1(s), Xa(s), X3(s)) = L+s- L?; die Gerade, welche durch
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Abbildung 4: Die Triangulierung des Dias

L und PZZ, definiert ist. Nun gilt es den Schnittpunkt P. der Geraden g mit der
Projektionsflache e zu finden.

Falls ¢ eine algebraische Flache vom Grade kleiner gleich 4 ist, ist dies mit exakten
Losungsformeln moglich. Das bedeutet, dass hier ein DurchstoRpunkt besonders
schnell und auBerdem beliebig genau berechnet werden kann. Auch komplexe
Losungen kdnnen eindeutig erkannt werden, sodass die Frage ob liberhaupt ein
Schnittpunkt vorliegt oder nicht, eindeutig beantwortet werden kann.

Aufgrund der begrenzten Formen von Funktionsgraphen von hochstens 4. Ord-
nung greift man in den meisten Fallen auf allgemeine Funktionsgraphen zuriick.
In diesen Fallen habe ich zwei verschiedene Naherungsverfahren verwendet: das
Newton “sche Niherungsverfahren und ein simpleres Intervallschrittverfahren, wo-
bei ersteres zwar eine schnellere und elegantere Methode ist, aber bekannterweise
nicht immer konvergiert. Dazu kommt die Frage, ob ein gefundener Schnittpunkt
auch wirklich der gewiischte, ndheste DurchstoRpunkt ist. Wegen diesem Problem
habe ich in manchen Fallen die letztere Methode verwendet, bzw. mit der ersten
kombiniert.

3.5.1 Durchstollpunkte mittels Newtonverfahren

Es sei ¢ im allgemeinsten Fall ein stetiger Funktionsgraph, welcher explizit durch
stiickweise differenzierbare Funktionen definiert ist, z.B. z(z,y) = sin(z) +
cos(y) = Functionl(x,y).

Mit dem herkédmmlichen Newtonverfahren findet man nun die Nullstellen der
Funktion Az(s) = Xs(s) — f(Xi(s), Xa(s)) (= Function2). Jede Nullstelle
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(=s,,) von Az ergibt dann wegen X (s,,) = P. einen Schnittpunkt von ¢ und .

Real Functionl(Real x,Real y)
{

return (sin(x)+cos(y));

}

Real Function2(Real s,P3d P)
{

return (L.z+s*x(P.z-L.z)-
Functionl (L.x+s*(P.x-L.x),L.y+s*x(P.y-L.y)));

// Scene: :Draw()

eps = 0.001;

k_max= 5;

sn =1;

for (k=1; k<= k_max; k++ ) //NEWTON Approximation
{

Fs = Function2(sn,P_psi);
DFs= (Function2(sn+eps,P_psi)-Fs)/eps;
sn=sn-Fs/DFs;

P_eps= L + sn*x(P_psi - L);

Als Startwert der Newton-lteration wurde sy = 1 gewahlt, da dieser Parame-
ter die Grenze zwischen Punkten vor und hinter dem Dia beschreibt. Ausgehend
davon, dass kein Schnittpunkt des Lichtstrahls g mit der Projektionsfliche hin-
ter dem Dia liegen soll (verniinftige Wahl der Input-Parameter), sucht nun das
Newtonverfahren automatisch Parameter, die groRer als 1 sind und nahert sich
normalerweise relativ schnell dem nahestliegendem DurchstoBpunkt. Im Normfall
geniigen 5 lterationen, um eine zufriedenstellend genaue Losung zu bekommen.

Im Falle keiner Losung (kein Schnittpunkt) divergiert das Verfahren. Gibt es
mehrerer Losungen, findet das Verfahren zumeist den ,richtigen Punkt”, also den
nahesten Schnittpunkt, jedoch nicht immer. Es ware natiirlich denkbar, mit ver-
schiedenen Startwerten zu versuchen, nun alle DurchstoRpunkte zu berechnen
und denjenigen, der die kleinste Distanz zu P_;ﬁ hat, als richtige Losung auszu-
wahlen. Da diese I|dee weder die schnellste noch die sicherste Methode ware, habe



ich mich bei der Berechnung von kritischen Punkten fiir das folgende Verfahren
entschieden.

3.5.2 DurchstoBpunkte mittels Intervallschrittverfahren

Diese Methode beruht auf einer einfache Idee: Startwert sei wiederum sy = 1.
Um den ersten Schnittpunkt zu finden wird nun schrittweise der Iterationspara-
meter sn um delta_sn erhoht, wobei dieser Zuwachs vom Abstand Lichtquelle
zu Diamittelpunkt abhingt, etwa ein 1/20 dessen Lange ausmacht. Die Iteration
wird mit jenem Parameter s,, abgebrochen mit dem der Lichtstrahl die Graphen-
fliche durchdringt, also Az sein Vorzeichen wechselt. Wie oben gilt wiederum

X (sm,) = P.. Achtet man auf eine passende Abstimmung der Input-Parameter,
so findet man auf diesem Wege fast immer den ersten DurchstoRBpunkt des Licht-
strahls.

Real length= (M-L).Length(),
delta_sn= 1/(20*length),
sn=1,
counter=0,counter_max= 200;

//Intersectionmethod
while (counter<counter_max && (Function2(sn,P_eps)>0)

counter++;
sn= sn+delta_sn;

P_eps= L+sn*(P_psi-L);

3.6 Methode B: Partitionierung der Projektionsflache

Es sei nun ein bestimmter Bereich D der xy - Ebene unser Definitionsbereich,
d.h. nur der iiber ihm liegende Funktionsgraph soll Projektionsfliche sein. Die
Form von D ist grundsatzlich frei wahlbar. So konnte der Bereich kreisformig,
unregelmaBig oder unzusammenhangend sein. Obwohl dies kiinstlerisch durchaus
interessante Bilder erzeugen wiirde, geniigt es fiir eine gewdhnliche Projektion,
ein Rechteck zu betrachten.

Angenommen, D ist ein Rechteck, welches gleichmaRig trianguliert wurde (siehe



Abbildung 5: Projektion auf Funktionsgraphen

Abbildung 6: Die Triangulierung der xy Ebene

Skizze). Diese Triangulierung erzeugt die gewiinschte Triangulierung der Projek-
tionsflache, indem zu jedem Eckpunkt P,, der zugehdrige Punkt P. auf dem
Funktionsgraphen berechnet wird. Kurz gesagt:

(z,y) — (x,y,Functionl(x.y)).



Die Verbindungsgeraden der Eckpunkte P. mit der Lichtquelle L ergeben dann
durch einfache Vektorrechnung (Schnittpunkte von Geraden mit der Ebene ),
die zugehdrige Triangulierung der Diaflache.

StrL3d hO( P_eps,L - (V3d) P_eps);
P_psi= psix*hO;

Methode B benétigt also kein N&dherungsverfahren, um die zugehdrigen Drei-
ecke der zwei Flachen € und ¢ zu finden, d.h. sie ist eine exakte und schnelle
Methode. Ihr groRer Nachteil liegt darin, dass die willkiirliche Wahl eines fixen De-
finitionsbereichs die Abbildung des gesamten Dias nicht gewahrleisten kann. Die
vorgegebene Triangulierung schneidet dann im Normalfall nicht das gewiinschte
Dia im Ganzen aus, sondern z.B. nur einen inneren Teil oder auch Teile aulerhalb
des Dias. Wird namlich versucht, aus einer Bitmap ein Dreieck auszuschneiden,
welches nicht zur Ganze im Rahmen liegt so entsteht aus softwaretechnischen
Griinden ein fehlerhaftes Bild (Clipping, siehe Seite 27).

.

Abbildung 7: Unerwiinschte Dreieckslage

Liegen also ein oder zwei Eckpunkte eines berechneten Dreiecks der Ebene 1)
auBerhalb des Rahmens, so kann dieses Dreieck nicht richtig abgebildet werden.
Mit zusatzlichen Algorithmen kann man natiirlich aus den Schnittpunkten des
Dreiecks mit dem Rahmen den iiberstehenden Teil des Dreiecks wegschneiden,
d.h den verbleibenden inneren Teil erneut triangulieren und abbilden.

Ein Trick, dieses Abbildungsproblem zu umgehen,war die Idee die Bitmap mit
einem Passepartout in der Farbe der Projektionsflache (z.B. wei) zu umkleiden.
Dazu muss man die urspriingliche Bitmap zentrisch in eine groRere Bitmap (z.B.
doppelte PixelgroRe 2n x 2m) kopieren, die passende Passepartoutfarbe wahlen,



Abbildung 8: Das Dia mit Passepartout

und unter neuem Namen speichern. Im Programm wird dann auch nur mehr dieses
File includiert (z.B. sky_framed.bmp ). Wahlt man auch die RahmengréRe etwa
doppelt so groll wie gewohnt (2a x 2b), so kann man bei verniinftiger Wahl des
Definitionsbereichs D erwarten, dass man wie bei Methode A eine vollstandige
Abbildung des Dias erreicht. Dreiecke, die teilweise aulerhalb des urspriinglichen
Dias liegen, konnen nun ohne Clipping abgebildet werden, da sie jetzt zur Ganze
im Rahmen liegen. Der im Passepartout liegende Teil ist auf der Projektionsflache
nicht zu sehen, da er die selbe Farbe hat wie diese (sieche Abb.8).

Wie man sieht, ist also immer darauf zu achten, dass der Definitionsbereich, Pro-
jektorposition und RahmengréBe aufeinander abgestimmt sind, was nach einigen
Versuchen kein Problem mehr darstellt. Nachteil dieser Vorgangsweise ist kla-
rerweise die Extraanfertigung einer Bitmapgrafik, deren groRere Dimension sich
auBerdem auf die Rechenzeit schlagt.

3.7 Projektionsflachen
3.7.1 Punktweise definierte Objekte

Die Wahl der Projektionsflache ist prinzipiell mit keinen Einschrankungen verbun-
den, man kann jedes Objekt frei definieren und dann als Leinwand verwenden.
Man kann z.B. ein Objekt punktweise, in Form eines feinen Netzes festlegen, und
eine sich daraus ergebende Triangulierung unter Verwendung von Methode B zur
Abbildung benutzen. Méchte man die Triangulierung nach Methode A aufbauen,
so hatte man das rechenintensive Problem, den richtigen DurchstoRpunkt eines
Lichtstrahls, geschnitten mit all jenen Ebenen die das Projektionsnetz definieren,
herauszufinden. Methode B eignet sich hingegen gut zur Berechnung der zuge-



horigen Triangulierungen, dafiir bringt sie die beschriebenen Probleme mit der
Sichtbarkeit und einer vollstandigen Abbildung des Dias mit sich.

3.7.2 Parametrisierte Objekte

Eine andere Mdglichkeit, die Projektionsfliche zu definieren, sind mathematisch
definierte Objekte (Funktionsgraphen, parametrisierte Flachen und Kérper, stiick-
weise definierte Objekte wie z.B. Pyramiden), von denen hier ein paar einfache
Beispiele angefiihrt werden. Es ist naheliegend zun&chst harmonische Flachen zu
verwenden, also explizite Funktionsgraphen (Abb.9) der Form

N
f(x,y,6) =Y Ansin(nz + ant) + Bucos(y + but)

n=1

Die Abhangigkeit von der Zeit (¢ entspricht im Programm mytime) ermdglicht
eine Bewegung des wellenférmigen Funktionsgraphen, wobei A, bzw. B, die
Amplituden und a,, bzw. b, die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der einzelnen
Teilschwingungen festlegen.

Abbildung 9: Harmonischer Funktionsgraph

Ein anderes Beispiel fiir die Wahl der Projektionsflache ist ein parametrisierter
geschlossener Korper (Abb.10):

(2,Y, 2) (uw) = (r* cos(u) + sin(v + 7/4), 1 % cos(v) * sin(u), r * sin(v))

mit u € [0, 27],v € [—7/2,7/2].



Abbildung 10: Parameterisierter Projektionskorper

Eine mathematische Definition der Projektionsfliche ermdglicht eine mathema-
tische Berechnung der DurchstoBpunkte, auch bei Verwendung von Methode A
(sieche S. 9 und 11). Zur Modellierung von beliebigen Flachen, durch selbstge-
wiahlte Stiitzpunkte, kann eine Interpolation von 3D-Flachen (B-Splines, NURBS
...) verwendet werden.

Abbildung 11: Projektion auf geschlossenen Kérper

3.8 Dreiecke im Schatten

Fallt das Projektorlicht auf stark hiigeliges Geldnde, so kann es passieren, dass
Teile der Projektion im Schatten liegen. M&chte man eine realitatssgetreue Ab-
bildung erreichen, so miissen diese Teile, besser gesagt die betreffenden Dreiecke
unbeleuchtet bleiben.



Methode A teilt das Dia in Dreiecke und wirft ihre Bilder auf . Das Intervall-
schrittverfahren sucht automatisch jene Punkte, die von den Lichtstrahlen tat-
sachlich beleuchtet werden und Bereiche, die dem Licht abgewandt sind, bleiben
unbeleuchtet. Um die Grenze zwischen Licht und Schatten zu finden, braucht
man allerdings eine sehr feine Triangulierung (etwa 100 x 100), da ansonsten
eine sichtlich ,,gezackte” Trennlinie entsteht. Eine derart hohe Auflésung wirkt
sich betrachtlich auf die Rechenzeit aus.

Methode B unterteilt die Projektionsfliche & in Dreiecke und bildet die zuge-
horigen Dreiecke des Dias auf diese ab. Es werden also auch den Dreiecken im
Schatten Diaausschnitte zugeordnet. Damit man diese Teile unbeleuchtet dar-
stellen kann, muss man zuerst feststellen, ob ein Dreieck im Eigenschatten liegt
oder nicht. Dazu muss man seine Lage zu den einfallenden Lichtstrahlen priifen,
genauer gesagt den Winkel zwischen dem duRerem Normalvektor der Dreieck-
sebene und einer der drei Verbindungsgeraden vom Lichtpunkt zu einem der
Dreieckspunkte. Ist dieser Winkel stumpf, so ist die AuRenseite des Dreiecks dem
Licht abgewendet, also unbeleuchtet, darzustellen. Fiir die Auflosung gilt gleiches
wie oben.

Das Problem der Schattenbildung ist tatsichlich ein Problem fiir sich. Exakte
Algorithmen miissten auf der gesamten Projektionsfliche nach Eigenschatten-
grenzen suchen, also alle Punkte von ¢, deren Tangentialebene die Lichtquelle
L enthilt. Da diese Suche ebenfalls einen sehr grollen numerischen, wie auch
programmiertechnischen Aufwand bedeutet, habe ich es vorgezogen, in solchen
Fallen eine feine Triangulierung zu verwenden.

3.9 Die Methode der kollinearen Dreiecke
3.10 Grundidee

Die korrespondierenden Triangulierungen von £ und 1) werden nun verwendet, um
den Bildinhalt eines jeden Dreiecks AABC (P3d A,B,C;) der Diaebene, in das
zugehdrige Dreieck der Projektionsflache (Poly3d SurfTriangle) abzubilden.
Anstatt eine solche Abbildung mittels Texture Mapping (siehe S. 27) zu realisie-
ren, entstand die ungewdhnliche ldee zur sogenannten Methode der kollinearen
Dreiecke.

Gegeben seien AABC, AN A;B;C und E, der Augpunkt des Betrachters (P3d Eye).
Um den Bildinhalt von AABC auf AA;B,C zu ,projizieren”, besser gesagt um
ihn darin kollinear vergroBert zu sehen, kann man nun einen optischen Trick an-
wenden. Man betrachte die Sehpyramide mit der Basis AA; B1C und der Spitze



E. Es seien a, b, ¢ die Trigerhalbgeraden der Seitenkanten dieser Pyramide, also

a:alr)=E+z-a
b:ib(y)=E+y-b
c c(;)zﬁ+ -C

mit & = EA?, b = EB? und & = EC?, den drei normierten Richtungssvek-
toren und x,y,z > 0. Wir suchen nun Punkte Ay € a, By € b und Cy € ¢,
sodass AABC und AA;B;Cs kongruent sind. Falls dies moglich ist, so kann
das AABC samt seinem Bildinhalt in die Position Ay, By, C5 gebracht, bzw. in
die Sehpyramide eingepalit werden. Da das Monoauge (im Modus der Zentral-
perspektive) zwischen kollinearen Dreiecken innerhalb einer Sehpyramide nicht
unterscheiden kann, tduscht ihm das vorgesetzte Dreieck das gewiinschte Bild
vor, namlich die Projektion von AABC" auf AA,B;C;.

Abbildung 12: AABC' in der Position Ay, By, Cs

3.11 Berechnung des Dreiecks A;B>C5

Seien d,,dy,d. die Seitenlangen von AABC und x,y,z die zu As,By,C5 geho-
renden gesuchten Parameterwerte. Aufgrund der gewiinschten Kongruenz von



AABC und AA;B;Cy miissen folgende Beziehungen erfiillt sein:

[: |zd—yb| =d.
IT: |za—z2c| =d,

IIT: |yb—2C| =d,

Dieses Gleichungssystem hat folgende betragsfreie Form:

I: 22 —2abry+y2 =d
II: 2% —2acrz+ 2> =d;

II1: y*—2bcyz+ 22 = d>

Deutet man x, y und z als Koordinaten in einem euklidischen Dreiraum, so stellen
die drei Gleichungen in dieser Reihenfolge Zylinder (., (, bzw. {, von 2.0rdnung
mit sich paarweise orthogonal schneidenden Achsen (ndmlich den Achsen des Ko-
ordinatensystems) dar. Der Typus der Zylinders wird vom Vorzeichen der Zahlen
(ab)2-4, (a€)2-4 und (b&)-4 entschieden. Sie sind aufgrund der Voraussetzungen
alle negativ, die Zylinder daher elliptisch. Im Sinne der algebraischen Geometrie
gibt es acht Losungstripel (x,y, z). Mit (x,y, z) ist allerdings auch (—z, —y, —2)
eine Losung des Problems. Insgesamt kann das Problem daher durch Auffinden
der Wurzeln eines Polynoms vierten Grades geldst werden.

Anschaulich ist dabei klar, dass alle Losungen imaginar sein kdnnen: Man kann
namlich, z.B. durch VergréRern von d, und durch Verkleinern von d,. (VergroRern
und Verkleinern der Zylinderquerschnitte) erreichen, dass die Durchdringungskur-
ve (, N (, keinen reellen Punkt mit (. gemeinsam hat. Praktisch entspricht das
folgender Situation: Man wiahle fiir a, b, < drei orthogonalen Einheitsvektoren
und AABC stumpfwinkelig. Dann ist es offensichtlich unmdoglich, das Dreieck
so in die Sehpyramide einzupassen, dass die Parameterwerte z,y,z > 0 sind.
Das Problem ist also genau dann schlecht lésbar, wenn Winkel zwischen den
Seitenkanten der Sehpyramide grol} sind, bzw. der Augpunkt dem beobachteten
Dreieck nahe liegt.

Um nun aus unserem gekoppelten Gleichungssystem in drei Variablen eine Glei-
chung vierten Grades in einer Variable zu bekommen, sind einige Umformungen
notig. Subtrahiert man Gleichung /7 von Gleichung I, so erhilt man

2? — 2&bxy + 2b&yz — 2% = d2—d?
Addiert man diese Gleichung zu Gleichung I11, so ergibt sich



A : 20 — 2abxy — 2aCzz + 2bCyz = —d2 + d2 + d?

Aus Gleichung I wurde somit eine Gleichung, die nur mehr in einer Variablen
quadratisch ist. Dasselbe kann man mit Gleichung 11 und Gleichung 1711 ma-
chen und erhilt:

B : 2y? — 2abxy + 2acrz — 2béyz = &2 —di +d?
C': 222 4 2&bay — 2acrz — 2bCyz = d* + d? — d?

Mit den Abkiirzungen L = &b, M = b&, N = &¢ und F = (—d? + d2 + d2)/2,
G=(d>—d+d?*)/2, H=(d>+d} — d?)/2 ergibt sich letztlich

A: 22— Lyy+ Myz— Nz =F
B: y*—Lxy— Myz+ Nzx =G
C: 224+ Lry— Myz— Nzx =H

Aus dem urspriinglichem Gleichungssystem wurde also ein System dreier Glei-
chungen mit jeweils nur einer quadratischen Variablen. Aus Gleichung A ergibt
sich:

2 Lyy—F
Lo L ey (1)
Nx — My

Setzt man dieses in Gleichung B ein erhilt man mit

v  —2Lay — F =G

eine quadratische Gleichung in g, mit der Lésung:

Yip=Lr £ VL2 — 22+ F+G (2)

(2) in (1) eingesetzt macht z von y unabhangig:

21— L) FVI22 =22+ F+ G- F (3)
i
Nx — My

Setzt man schlussendlich (2) und (3) in Gleichung C ein, so ergibt sich ein gerade



Gleichung 8.Grades in x:

a+bx® +cxt+dzb +ex® =0

Setzt man u := 2%, wird aus (4) eine Gleichung 4.Grades:

a+bu+ cu? + du® +eut =0

Die Koeffizienten dieser Gleichung wurden mithilfe des Programms Mathema-
tica vereinfacht und werden hier in Form eines Auszugs aus dem Originalcode
angegeben (a= coeff[0], b= coeff[1], c= coeff[2], d= coeff[3], e=

coeff [4]).

Real L=axb, // Routine Solve_Formulal

M=cx*b,

N=a*c,

F= (8qr(dc)-Sqr(da)+Sqr(db))/2,
G= (Sqr(da)-Sqr(db)+Sqr(dc))/2,
H= (Sqr(db)-Sqr(dc)+Sqr(da))/2,
coeff[5];

coeff [0]= -Sqr(F~2x(-1+M~2)+M~2% (F*G+F*H+G*H) ) ;

coeff[1]= 2% (F~3%(2-L"2+M~ 2% (-4+L~2) +2*M~4+2*L*xM*N* (1-M~2)
+N~2% (=14M~2) ) +F~ 2% (GkL~2+M~2% (-3%G-3*xH+H*L~2)
+(3*%M~4+2%xL*kM*xN-4*xL*M~3%N) * (G+H) +N~2* (H+G*M~2) )

+H*L*M~3*N* (-F* (6%G+2*H) -2*G* (G+H) )
+H~2*M~2*N~2%* (F+G)

+M~4* (G~ 2% (F+H) +4*F*G*H+H~2* (F+G) )
+M~ 2% (- 2%+F*G*H+L~2%G~2* (F+H) )
+2*¥F*GxLAM*N* (2¥H-G*M~2) ) ;

coeff [2]= F~2x(-6+L"2%(6-L"2-6%M"2+4*xL*M*xN-2*N~2-4*Sqr (M*N) )
+M 2% (12-6%M~2+12%L*M*xN-6*xN~2) +N~ 2% (6-N"2)

+LAM*N* (-12+4%N~2) ) +L~4* (G* (2%F-G))
+M~4x* (G* (-6*%F-G) +H* (-6%F-4%G-H) )
+4*L~3*M*N* (F*H+G* (G+H) )

+M~3*4*L* (GkN* (4*F+G+3*H) +H*N* (4*F+H) )



+L72% (—4*F*G +M~ 2% (-2*G~2-4*F*H

+4*%N~2% ( -3*F*G-G~2-3*F*H-3*G*H-H"2))

+2%N~ 2% (3*F*G+3*F*H+G*H) )

+2%M~ 2% (3*F*G+3*F*H+G*H+N"2% (-2*F*G-H"2) )
+8*L*M*N* (-F*G-F*H-G*H) +4*L*M*N~3* (F*xG+G*xH+H"~2)
+H*N"2% (-4*F+N~2* (2+%F-H) ) ;

coeff[3]= 2% (-1+L~"2+M~2-2*L*M*N+N~2)
* (=2%F+L~2% (F-G) +M~ 2% (2%F+G+H) +2*L*M*N* (-F-G-H)
+N~2% (F-H+L"2% (2*%G+2*H) ) ) ;

coeff [4]= -Sqr(-1+L~2+M~2-24L*M*xN+N~2) ;

3.12 Losbarkeit des Problems

Gleichungen 4.Grades besitzen exakte Lésungsformeln, welche auch in Open Geo-
metry implementiert sind (ZerosOfPoly4 (coeff,zero)).

Dabei sind coeff [5] und zero[4] die Koeffizienten- bzw. die Nullstellenliste.
Der Riickgabewert der Funktion Zeros0fPoly4 ist eine Integerzahl, welche die
Anzahl der reellen Lésungen angibt (number_of_RealRoots).

Uy, Uz, us, uy (= zero[0],zero[1],zero[2],zero[3]) seien also die Losun-
gen der Gleichung (5). Zieht man aus diesen die Wurzeln, so bekommt man die
acht Lésungen von Gleichung (4).

Fiir positive, reelle z-Lésungen, ist y und z gemiR (2) bzw. (1) zu berechnen.
Dabei muss iiber die richtige Wahl des Vorzeichens in Gleichung (2) entschieden
werden, um letztendlich ein Zahlentripel (z,y, z) zu finden mit z,y, z > 0, das
Losung aller drei Gleichungen ist. Im haufigsten Fall gibt es zwei verschiedene
Losungen, also zwei verwendbare Lagen fiir das AABC, um vor dem Auge in
die Sehpyramide eingepasst zu werden.

Gibt es keine solche Losung, muss man sich mit einer Notlésung zufriedengeben
(r =y = z = 1). Damit treten zumindest keine Liicken im Netz der Dreiecke
auf, die Notldsung verursacht aber eine Verzerrung vom Bildinhalt des betrof-
fenen Dreiecks. Solche Situationen treten jedoch sehr selten auf, und sind im
Gesamtbild kaum augenfillig.



Eye .

Delusion

SurfTriangle

Abbildung 13: Zwei brauchbare Lésungslagen

// Routine Solve_Formulal
int number_of_RealRoots = ZerosOfPoly4(coeff,zero);

Real epsi
eps2

0.001,
10000000;

if (number_of_RealRoots > 0)
{

for (i=0;i <=3 ;i++)

{

x= zerol[i];

if ((x > epsl) & (x < eps2))

{
x = Sqrt(x);
y = Lxx+Sqrt(fabs(Sqr(L*x)-Sqr(x)+F+G)) ;
z = (x*x(x-Lxy)-F)/(N*x-Mxy) ;

if (fabs (Sqr(z) -2*%c*xa*z*xx+Sqr(x)-Sqr(db)) > epsl)
{

L*x-Sqrt (fabs (Sqr (L*x) -Sqr (x) +F+G) ) ;
(x* (x-L*y) -F) / (N*x-M*y) ;

y
z



break;

¥

if (number_of_RealRoots == 0 || x<0 || y<O [[| z<0)
{ // Emergency situation

x=1;

y=1;

z=1;

3.13 Ein Dreiecksschwarm

Der Aufbau von Programmen, die die Methode der kollinearen Dreiecke verwen-
den, ist der folgende: Im Programmteil Scene: :Draw () wird in einer for-Schleife
jeweils ein Dreieck berechnet und in der zugehdrigen Sehpyramide abgebildet. Fiir
jedes Dreieck miissen die Punkte A,B,C und die dazu passenden Dreieckspunkte
Ay, By, Ch, also die Eckpunkte von SurfTriangle (Methode A oder Methode
B) berechnet werden.

Jedes dieser entsprechenden Dreieckspaare (AABC, AA;B1CY) hat ein dazu
passendes A Ay BoCy (Poy3d Delusion), welches durch den Aufruf der Subrou-
tine Solve_Formulal(A,B,C,SurfTriangle,Delusion) berechnet wird.

In dieser Subroutine wird zunachst (z, y, z), eine geeignete Lésung von Gleichung
(4), und anschlieBend A Ay ByCy berechnet:

/fg— E—}—ZIZ’ 6
672: E‘l‘Z c

bzw:

Delusion[1] (Eye.x+x*a.x,Eye.y+x*a.y,Eye.z+x*a.z);
Delusion[2] (Eye.x+y*b.x,Eye.y+y*b.y,Eye.z+y*b.z) ;
Delusion[3] (Eye.x+z*c.x,Eye.y+z*c.y,Eye.ztz*c.z);



Vor dem Auge liegen nun viele kleine Dreiecke in genauso vielen kleinen Sehpy-
ramiden. Diese partitionieren das gesamte Sehfeld und sind zueinander disjunkt.
Von der richtigen Position gesehen, namlich vom Augpunkt aus, ergibt diese Wol-
ke von Dreiecken ein geschlossenes Bild - das auf die Projektionsflache projizierte
Dia, besser gesagt die Illusion der Projektion.

EYE

LIGHT

Abbildung 14: lllusion und wahres Bild

Abb. 14 ist leicht verwirrend: ein mit Open Geometry erzeugtes Bild, in dem ich
zum Zwecke der lllustration sowohl| das zerschnipselte Dia (Dreiecksschwarm)
als auch das dadurch erblickte Bild in eine Szene gesetzt habe. AuRerdem ist die
Betrachterposition der Szene nicht wie gewdhnlich das Auge, sondern ein willkiir-
lich gewidhlter Raumpunkt (DefaultCamera(15,-15,7)), um die Dreieckswolke
iiberhaupt zu sehen. Dieser kann z.B. im Programmteil Projection::Def( ) initia-
lisiert werden.

void Projection::Def( )

{
if ( FrameNum( ) == 1 ) // Ausgangsposition
{
DefaultCamera( 15, -15, 7 );
}
}

Im Programm ist also normalerweise der fiir die Kalkulation benétigte Augpunkt
stets der Kameraposition gleichzusetzen.



Insbesondere gilt dies, wenn sich die Betrachterposition stetig andert, was prinzi-
piell fir jedes Objekt in Open Geometry méglich ist(Mentiisteuerung bzw. Tasten-
kombinationen). Dann muss namlich der Augpunkt in jedem , Augenblick” (d.h.
in jeder Szene) nachjustiert werden:

// in Routine Solve_Formulal

P3d Eye= TheCamera.GetPosition();

3.14 Schattierung

Um realistische Bilder gekriimmter Flachen zu erhalten, muss man die einzelnen
Teildreiecke der Flachen schattieren. Die im Zusammenhang mit der Schattierung
verwendete Bezeichnung Lichtquelle sollte nicht mit der Lichtquelle des Diapro-
jektors verwechselt werden, sie meint natiirlich das globale Beleuchtungszentrum
der Szene. Angenommen wir haben nur eine einzige Lichtquelle, die durch Menu-
steuerung bzw. Tastenkombination beliebig einstellbar ist. Im Programm erhilt
man ihre aktuellen Koordinaten durch den Aufruf des Befehls GetLightDir ().
Jedem abzubildenden Dreieck wird nun, abhangig von seiner Lage zur Lichtquelle,
ein Schattierungsparameter g zugewiesen. Dieser errechnet sich aus dem skala-
ren Produkt der einfallenden Lichtstrahlen und dem Normalvektor des Dreiecks.
Das MaR der Schattierung ist im Wesentlichen zum Kosinus des Einfallswinkels
proportional.

Global Light
n
s -é/-s/urﬂriangle

Abbildung 15: Winkel zwischen Lichtstrahl und Normalvektor

Andere Kriterien fiir die Helligkeit eines Dreiecks sind der durchschnittliche Ab-
stand aller Dreiecke des dargestellten Objekts zur Lichtquelle, sowie deren Distanz
zum Auge. Diese sind hier im allgemeinenen Parameter brightness, als globa-
le Helligkeit inbegriffen zu sehen. Der Wert von brightness gibt die unterste
Grenze des Schattierungsparameter g an, der sich zwischen diesem Wert und 1
bewegt.

Real



brightness 0.6,
g = brightness+fabs(GetLightDir ()
*SurfTriangle.GetNormalizedNormal ())*(1-brightness) ;

3.15 Texture Mapping

Unter Texture Mapping versteht man die Abbildung eines Bildausschnittes auf
eine ebene Flache. Die oben beschriebene Methode der kollinearen Dreiecke ist
also eine alternative Methode zum {iblichen Texture Mapping. Bei den Projek-
tionen soll der Bildinhalt des AABC in das AA;B>C, (Delusion) gesetzt wer-
den (vgl. Abb. 12). Zu diesem Zweck wurde die Open Geometry - Funktion
ShadeWithTexture aus der Klasse Poly3d leicht modifiziert, und MyShadeWithTexture
genannt. Sie verwendet ausschliellich OpenGL - Befehle, und kann in optima-
ler Rechenzeit ein 3 - dimensionales Polygon mit dem Polygonausschnitt einer
Bitmapgraphik ausfiillen. Fiir das betreffende Dreieck Delusion wird nun diese
Funktion aufgerufen. Als Argument bendtigt sie neben dem Schattierungspara-
meter g die Bitmap Map1 und die betreffenden Texturkoordinaten Tex_coord.
Die Texturkoordinaten geben die Eckpunkte des Polygons an, das den Bildaus-
schnitt der Bitmapgrafik festlegt. Es handelt sich dabei um zweidimensionale
.Relativkoordinaten” :

Liegt ein Punkt P innerhalb der Bitmap, so entspricht seine x - Texturkoordinate
genau dem Bruchteil, der sich aus seinem Abstand zum linken Bildrand und der
Gesamtbreite des Rahmens ergibt. Analoges gilt fiir die y - Richtung, wobei der
Abstand zum unteren Bildrand und die Gesamthdhe des Rahmens ins Verhiltnis
zu setzen sind. Die Texturkoordinaten (z,y) eines Punktes P stellen also die
prozentuellen Abstande” zu den Bildrandern dar (x,y € [0, 1]). Liegt ein Punkt
P aulerhalb der Bitmap, tritt das bereits auf Seite 13 besprochene Clipping Pro-
blem auf.

StrL3d gl (TheSlide[1],TheSlide[2]),
g2 (TheSlide[1],TheSlide[4]);

Tex_coord[1] (g2.Distance(A)/a,gl.Distance(A)/b);
Tex_coord[2] (g2.Distance(B)/a,gl.Distance(B)/b);
Tex_coord[3] (g2.Distance(C)/a,gl.Distance(C)/b);

Delusion.MyShadeWithTexture (Mapl,Tex_coord, (float) g);



void Poly3d::MyShadeWithTexture(TextureMap &Map,
Poly2d &c,float g)
{
Texture = new Texturelnfo;
AttachMap( Map );
Texture->map->Activate( false );
glColordf( g, g, g, 1 );

P3d *p = &pPoints[1];
P3d *q = &c[1];
glBegin( GL_POLYGON );

for (i = 1; i <= nPoints; i++, p++, gq++ )
{

glTexCoord2dv( &q->x );

glVertex3dv( &p->x );

}

glEnd( );
Texture->map->DeActivate( );
delete Texture;

Texture = NULL;

3.16 Sichtbarkeit bei Funktionsgraphen

Der Bildaufbau, also die Reihenfolge in der die einzelnen Dreiecke ausgegeben
werden, bestimmt die Sichtbarkeitsverhaltnisse einer jeden Szene. Sichtbar sollen
klarerweise jene Bereiche sein, die im freien Sichtfeld des Auges liegen.

Ein Dreieck, das vom Betrachter groRere Distanz hat als ein anderes, kann nie-
mals dessen Sichtbarkeit beeinflussen, es iiberdecken. Auf diesem Grundgedanken
baut der folgende Fast Hidden Surface Algorithmus [2] auf:

Angenommen der Definitionsbereich unseres Funktionsgraphen sei, wie in Me-
thode B (S. 11) ein Rechteck, sodass man den Graphen I" mit Ebenen v und ¢,
welche normal zur xy - Ebene und parallel zu den Seiten des Definitionsbereichs
sind, partitionieren kann. Die Aufgabenstellung lautet nun, den Bildaufbau dieses
Graphen so zu gestalten, dass korrekte Sichtbarkeitverhaltnisse vorliegen.

Es seien 1y und &, jene zwei Ebenen (Hauptebenen), deren Schnittgerade den
Augpunkt enthilt. Je nach Lage des Augpunktes zum Definitionsbereich miissen
nun 3 verschiedene Falle unterschieden werden:



1. vy und &, schneiden den Graphen I nicht:

v, EYE

&

Hier wird der Graph zum Beispiel zeilenweise (die selbe Idee funktioniert analog
auch spaltenweise) aufgebaut, d.h. beginnend mit der Zeile, die den groRten
Abstand von 14 hat. In jeder einzelnen Zeile werden dann jene Rechtecke mit
grolerem Abstand zu &, zuerst ausgegeben. Jedes Rechteck wird durch eine
seiner Diagonalen (egal welche) in zwei Dreiecke geteilt, von denen jenes, dass
nicht in der selbe Halbebenen wie der Augpunkt liegt, zuerst ausgegeben werden
muss. Da alle Prioritatskriterien zweidimensionale Probleme sind, kdnnen sie in
schneller Rechenzeit iiberpriift werden.

2. Eine der beiden Ebenen (1 oder &) schneidet I': Dann wird T" in die zwei
Teile I'; und I'y, und in einen zusatzlichen kritischen Streifen geteilt. Der kritische
Streifen ist jene Zeile oder Spalte, die von v oder £, geschnitten wird:

W, EYE

&

[’y und T’y sind Teilgraphen, die sich nicht iiberdecken und konnen getrennt be-
trachtet, wie im ersten Fall behandelt werden. Erst dannach wird der kritische
Streifen abgebildet, wobei auch hier die vom Auge weiter entfernten Rechtecke
zuerst gezeichnet werden.

3. Beide Hauptebenen 1y und &, schneiden den Graphen I', d.h. das Auge be-
findet sich also direkt tiber dem Definitionsbereich. Hierbei wird T" in vier Teil-
graphen I'; (i = 1...4) aufgeteilt. AuRerdem entstehen vier kritische Streifen



und ein zusatzliches kritisches Rechteck: Die vier Teilgraphen I'; sind wiederum

nicht iiberdeckend und kdnnen damit gemaR Fall 1 dargestellt werden. Anschlie-
Bend werden die vier kritischen Streifen in beliebiger Reihenfolge abgebildet. Dem
Auge ferner liegende Rechtecke werden wieder zuerst abgebildet. Das kritische
Rechteck wird als letztes ausgegeben.

Um diese drei theoretischen Fille im Programm zu unterscheiden, muss zunachst
in jeder Szene die aktuelle x und y Koordinate der Kameraposition abgefragt
werden. Dies geschieht im Programmteil Draw, wo mit if - Abfragen die Lage
des Auges zum Definitionsbereich festgestellt wird. Praktisch gesehen gibt 9
mogliche Lagen:

— - y
2 6 I3

71 1 |8
| 4] 9 |5

Nachdem die richtige Lage gefunden ist, wird die Subroutine plotfield aufgeru-
fen. Die Argumente dieser Routine sind die x und y Grenzen des auszugebenden
Rechteckbereichs, wobei die Reihenfolge der Argumente der Reihenfolge im Bild-
aufbau entspricht. Auf eine vollstandige Programmierung des oben beschriebenen
Fast Hidden-Surface Algorithmus wurde insofern verzichtet, dass hier kritische
Streifen nicht getrennt ausgegeben werden, sondern als Teil eines Teilgraphen
verstanden werden. Aulerdem wird der Fall 1, wo nur sehr selten Sichtbarkeits-
probleme auftreten, vereinfacht behandelt.

void Scene: :Draw( )

{

Real Eye_x= TheCamera.GetPosition().x,



Eye_y= TheCamera.GetPosition().y;

if (Eye_x <=x_min && Eye_y <=y_min) // FALL 2
plot_field(x_max,x_min,y_max,y_min);

else if (Eye_x <=x_min && Eye_y >=y_max) // FALL 3
plot_field(x_max,x_min,y_min,y_max);

else if (Eye_x >=x_max && Eye_y <=y_min) // FALL 4
plot_field(x_min,x_max,y_max,y_min);

else if (Eye_x >=x_max && Eye_y >=y_max) // FALL 5
plot_field(x_min,x_max,y_min,y_max) ;

else if (Eye_x <= x_min &% Eye_y > y_min && Eye_y< y_max)
{
plot_field(x_max,x_min,y_min,Eye_y); // FALL 6
plot_field(x_max,x_min,y_max,Eye_y);

else if (Eye_x > x_min &% Eye_x < x_max && Eye_y <= y_min)
{
plot_field(x_max,Eye_x,y_max,y_min); // FALL 7
plot_field(x_min,Eye_x,y_max,y_min);

else if (Eye_x > x_min &% Eye_x < x_max && Eye_y >= y_max)
{
plot_field(x_max,Eye_x,y_min,y_max); // FALL 8
plot_field(x_min,Eye_x,y_min,y_max);

else if (Eye_x >= x_max && Eye_y > y_min && Eye_y< y_max)
{
plot_field(x_min,x_max,y_max,Eye_y); // FALL 9
plot_field(x_min,x_max,y_min,Eye_y);

else

{
plot_field(x_min,Eye_x,y_min,Eye_y); // FALL 1



plot_field(x_min,Eye_x,y_max,Eye_y);
plot_field(x_max,Eye_x,y_min,Eye_y);
plot_field(x_max,Eye_x,y_max,Eye_y);

3

Fiir Projektionen auf Funktionsgraphen, welche die Methode der kollinearen Drei-
ecke verwenden, wird also die Subroutine plotfield verwendet, welche das Bild
eines Teilgraphen I'; in der richtigen Reihenfolge ausgibt. In der hier angefiihrten
Version von plotfield wird Methode B (Seite 11) verwendet:

void plot_field(Real x1,Real x2,Real y1,Real y2)

{
TheCamera.Zbuffer(false) ; // Z - buffering deaktivieren

int sy= Signum(y2-y1),
sx= Signum(x2-x1);

Real dx=
dy=

0.2, // Gitterabstand der Partitonierung
0.2;

for (Real y = yl; sy*xy<ssy*y2; y += syx*dy)

{
for (Real x = x1; sx*x<=sx*x2; x += sx*dx)
{
for (k=0; k<=1; k++)
{
Real x_1= x+kx*dx,
y_1= y+k*dx,
X_2= x+dx,
y-2=y,
x_3= x,
y_3= yt+dx;

SurfTriangle[1]( x_1, y_1, Functionl(x_1,y_1));
SurfTriangle[2] ( x_2, y_2, Functionl(x_2,y_2));
SurfTriangle([3]( x_3, y_3, Functionl(x_3,y_3));

StrL3d hO( SurfTriangle[1],L - (V3d) SurfTriangle[1] );



A= psixhO;

StrL3d i0(SurfTriangle[2],L - (V3d) SurfTriangle[2]);
B= psix*i0;

StrL3d jO(SurfTriangle[3],L - (V3d) SurfTriangle[3] );
C= psix*joO;

Solve_Formulal(A, B,C, SurfTriangle,Delusion);

StrL3d gl (TheSlide[1],TheSlide[2]),
g2 (TheSlide[1],TheSlide[4]);

Tex_coord[1] (g2.Distance(A)/a,gl.Distance(A)/b);
Tex_coord[2] (g2.Distance(B)/a,gl.Distance(B)/b);
Tex_coord[3] (g2.Distance(C)/a,gl.Distance(C)/b);

Real

brightness=0.6,

g= brightness+fabs(GetLightDir () *
SurfTriangle.GetNormalizedNormal () )*(1-brightness);

Delusion.MyShadeWithTexture (Mapl,Tex_coord, (float) g);

3.17 Animation und Rechengeschwindigkeit

Eine noch offenstehende Frage ist die nach der Bildanimation. Wie animiert man
eine Szenen, also wie bringt man Bewegung in das Bild? Dies geschieht im Pro-
grammteil void Scene::Animate(), der sozusagen die Steuerzentrale der Ani-
mation ist. Im laufenden Programm werden die Routinen void Scene: :Draw()
und void Scene: :Animate() zyklisch aufgerufen, und erzeugen so Szene fiir
Szene (bzw. Rahmen fiir Rahmen). Am Ausgabeschirm wird die dabei erreichte
Geschwindigkeit im Bildwechsel mit frames per second (fps) angezeigt. Um ei-
ne Echtzeitanimation zu erreichen sind dazu mindestens 5 fps nétig, andernfalls
kommt es zu merkbar unstetigen Bildablaufen. Der maligeblichste Einflussfaktor
fiir die Geschwindigkeit der Bildabfolge ist die GroRe der verwendeten Bitmap-



grafiken. Man kann in etwa beobachten, dass eine Verdoppelung der PixelgroRe
(2n x 2m anstatt n X m), beinahe eine Halbierung der Rechengeschwindigkeit
zur Folge hat.

Die zur Animation verwendeten Parameter (z.B. Amplitude und Frequenz der
Projektionsflichenbewegung, Drehzahl des rotierenden Dias, Lichtquelle des Pro-
jektors, Mittelpunkt des Dias, GroRen von Projektionskorpern wie Kugelradius,
Lange der Wiirfelkante,...) miissen als globale Variablen definiert (und initiali-
siert) werden, und kdnnen dann in Scene: :Animate() verdndert werden. Das
sieht dann z.B. so aus:

void Scene::Animate( )

{

Real f= 0.02, // Frequenz bzw. Zeitgeschwindikeit
amplitude_0= 1.5, // Anfangsauslenkung der Projektionsfléche
n_side = 2;

mytime = mytime+f; // absolute Zeit

amplitude= amplitude_O*sin(mytime);

// zeitliche Auslenkung der Projektionsfliche
TheSlide.Rotate(StrL3d(L,M-L),n_slide);

// Drehung des Dias um die Achse ML im Winkel von n_slide Grad

3

Dieses Beispiel sollte zeigen wie die Projektion eines um die Achse LM rotie-
renden Dias auf eine harmonisch schwingende Projektionsflache animiert wird.
Die globalen Variablen mytime und amplitude werden dann in Scene: :Draw(),
oder in void Projection: :Def () zur Berechnung der aktuellen Bildszene ver-
wendet.

3.17.1 Bewegter Projektor

Etwas komplizierter ist eine Bewegung des Projektors, also eine Animation der
Parameter L und M. Eine Verdnderung dieser GroRen hat namlich i.A. eine
Nachjustierung des Dias zur Folge, da es stets orthogonal zur Achse LM liegen
muss. Die auf Seite 6 beschriebene Positionierung des Dias muss also hier nicht
nur anfanglich, sondern in jeder Szene von Neuem vorgenommen werden. Die
Positionierung des Dias muss daher vom Programmteil Scene: :Init() in den
Programmteil Scene: :Draw() verlagert werde. Fiir jede Szene wird dann das



Dia aus der Initialposition in der xz - Ebene, mittels der jeweils neu zu berech-
—
nenden Eulerwinkel in die zu LM orthogonale Lage gedreht.

3.17.2 Bewegter Betrachter

Die Beobachterposition kann in Open Geometry jederzeit manuell per Menii-
steuerung bzw. Tastenkombinationen problemlos verandert werden. Fiir eine pro-
grammierte Bewegung des Augpunktes, also eine automatische Flugreise durch
die Szene, kann im Programmteil void Projection: :Def () eine beliebige, ma-
thematisch definierte Kurve implementiert werden. Als laufenden Parameter kann
man z.B. die in Scene: :Animate () definierte absolute Zeit mytime verwenden:

void Projection::Def( )
{
Real Radius =30,
height_z=12;

DefaultCamera(Radius*sin(mytime) ,Radius*cos(mytime) ,height_z) ;

3

Dieses Beispiel beschreibt eine kreisende Bewegung des Beobachters um die 2z-
Achse, wobei die z-Koordinate konstant bleibt. Im Ausgabefenster kann die Ani-
mation mit der Tastenkombination Strg + F gestartet werden.

3.18 Exakt losbare Probleme

Wahlt man als Projektionsfliche ¢ eine algebraische Flache vom Grade kleiner
gleich 4, so lassen sich die numerischen Berechnungen exakt, also ohne Nihe-
rungsverfahren 6sen. Die Berechnung eines DurchstoRpunktes erfolgt dann durch
Einsetzen in eine geschlossene Formel, was die Rechenzeit minimiert. Aulerdem
liefert eine exakte Lésungsformel nicht nur einen, sondern alle moglichen (reelle
und komplexe) DurchstoBpunkte eines Lichtstrahls durch die Projektionsfliche,
was fiir die Bestimmung der Sichtbarkeit von groBem Wert ist. In der expliziten
Form lassen sich solche Flache als

3
f(x,y) = Z coit’ ™"+ euy' T+ d
i=0



darstellen.

c[o][0]= 0.01; // coefficient of x~4
Cl0][1]= 0.1; // coefficient of x~3
clo] [2]= 0.2; // coefficient of x~2
C[0] [3]= 0.5; // coefficient of x
C[1]1[0]= 0.02; // coefficient of y~4
C[1][1]l= 0.1; // coefficient of y~3
C[1][2]= 0.3; // coefficient of y~2
C[1]1[3]= 0; // coefficient of y
Real d=2;

Real Functionl(Real x,Real y)
{

sum=0;

for(1=0;1<=3;1++)

{

sum= sum + C[0] [1]*pow(x,4-1)+ C[1] [1]*pow(y,4-1);
}

sum= sum+d;

return (sum);

3

Um die DurchstoBpunkte zu berechnen, wird das Dia gleichmaBig partitioniert
(Methode A,Seite 8). Es sei

g:Y(s) = (Yi(s),Ya(s),Ys(s)) = L+ s - LP, (6)

die Gerade, welche durch die Lichtquelle L und einen beliebigen, aber fixen
Punkt der Diaflache P_;ﬁ definiert ist. Gesucht ist wiederum der Schnittpunkt
P. der Geraden g mit der Projektionsfliche . Jede Nullstelle von Az(s) =
Y3(s) — f(Yi(s),Ya(s)) entspricht dann einer Losung, d.h. eingesetzt in Gl. 6
einem Schnittpunkt von g und €.

Die Funktion z(s) ist i.A. eine Funktion 4.Grades :

4

z(s) = Z coef fn]s"

n=0
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Unter Verwendung der Abkiirzung X := LP, lauten die Koeffizienten:

13
amfﬂm::EZEZCMLfJ—L2+d

X[0]=Pij.x-L.x; // Pij = P_psi
X[11=Pij.y-L.y;
X[2]=Pij.z-L.z;

Light[0]=L.x;
Light[1]=L.y;
Light[2]=L.z;

sum=0;

for (k=0;k<=1;k++)
{
for (1=0;1<=3;1++)
{
sum= sum + C[k] [1]*pow(Light [k],4-1);
}



}
coeff[0]= sum + d - Light[2];
sum=0;

for (k=0;k<=1;k++)

{
for(1=0;1<=3;1++)
{
sum= sum + C[k] [1]*(4-1)*pow(Light [k],3-1)*X[k];
+
+

coeff[1]= sum - X[2];
sum=0;

for (k=0;k<=1;k++)

{
for(1=0;1<=2;1++)
{
sum= sum + C[k] [1]*6/(1+1)*pow(Light [k],2-1)*Sqr(X[k]);
}
}

coeff [2]= sum - Sqr(X[0])*C[0][2] - Sqr(X[1])xC[1][2];

coeff [3]= (4*C[0] [0]*Light [0]1+C[0] [1])*pow(X[0],3)+
(4xC[1] [0]*Light [1]1+C[1] [1])*pow(X[1],3);

coeff[4]= C[0] [0]*pow(X[0],4)+C[1] [0]*pow(X[1],4);

int number_of_RealRoots = ZerosOfPoly4(coeff,zero);

Falls alle 4 Nullstellen zero[0], . . ,zero[3] komplex sind, existiert kein Schnitt-
punkt des Lichtstrahls g mit der Projektionsflache e, der Lichtstrahl l3uft an der
Projektionsfliche vorbei und geht ins Unendliche. In solchen Fillen trifft also nur
ein Teil des gesamten Dias auf die Projektionsflache, und es treten Abbildungs-
fehler auf (vgl. Dreiecke im Schatten,Seite 16).

Geht man davon aus, dass das ganze Dia abgebildet wird, so existiert immer eine
oder mehrere reelle Nullstellen. Man verwendet die kleinste positive Nullstelle, da



diese dem in Projektionsrichtung nachstgelegenen Schnittpunkt entspricht.

4 Spiegelungen
4.1 Ubersicht

In Weiterfiihrung des Themas Projektionen auf gekriimmte Flachen war es inter-
essant und naheliegend, Spiegelungen von Fotos an gekriimmten Flachen com-
putergraphisch zu untersuchen. Wie die allgemeine, ausfiihrlich behandelte geo-
metrische Theorie (z.B [5] oder [7]) zeigt, existieren nur fiir sehr wenige, spezielle
Flachen exakte Formeln zur Berechnung der Spiegelpunkte. Der reflektierte Punkt
R (Reflex) auf der Spiegelflache ¢ ist schwer zu finden und erfordert bereits in
einfachsten Spezialfillen die Lésung einer Gleichung héheren Grades. Z.B. fiihrt
die Berechnung des Reflexes eines Punktes fiir Kugeln und Drehzylinder auf ei-
ne algebraische Gleichung 4. Ordnung. Die Formeln und Parameterdarstellungen
dafiir sind in [3] angegeben.

4.1.1 Ebene Spiegelung

Die ebene Spiegelung kann als Spezialfall von Spiegelungen an beliebigen Flachen
betrachtet werden. Ihre Berechnung erfolgt allerdings viel einfacher und schneller
als im allgemeinen Fall. Das Spiegelbild eines 3D - Objektes erscheint aufgrund
der Gesetze der Optik (Qein = Qiaus) wie das Bild des, an der Reflexionsebene
gespiegelten, virtuellen Objektes.

Objekte, die ganzlich hinter dem Spiegel liegen, haben klarerweise kein Spiegel-
bild. Objekte, die nur teilweise im Halbraum des Augpunktes liegen, werden auch
nur teilweise gespiegelt. OpenGL bietet die Moglichkeit, eine sogenannte clipping
plane zu definieren [8]. Diese beliebig definierte Ebene erzeugt zwei Halbrdume,
von denen nur einer gerendert wird. Definiert man die Spiegelebene als clipping
plane, so wird nur der gewiinschte Teil des Objektes dargestellt.

Ferner ermdglicht die Verwendung von clipping planes eine weitere, noch einfa-
chere und schnellere Methode der ebenen Spiegelung: anstatt das ganze Objekt
zu spiegeln, kann man auch nur den Augpunkt spiegeln und die Szene von diesem
Punkt E’ aus rendern. Die eventuell stérenden Objekte hinter dem Spiegel kon-
nen durch die Verwendung von clipping planes abgeschirmt werden. AnschlieBend
muss das entstandene Spiegelbild nochmals mit dem urspriinglichen Augpunkt E
gerendert werden.

Eine ausfiihrliche Behandlung ebener Spiegelungen findet sich in [9, 10, 11].
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Abbildung 16: Ebener Spiegel

4.1.2 Ray Tracing

Ray Tracing ist eine weitgehend etablierte Methode, um realistische Visualisierun-
gen von 3D - Szenen zu erstellen. Dabei wird durch jedes Pixel[, j] der Bildebene
ein Strahl (trace ray) gelegt, der vom Augpunkt E ausgehend, den Raum ,ab-
tastet” [12, 13]. Der Schnittpunkt des Strahls mit seinem ersten ,Hindernis” hat
bestimmte Oberflachen., Material. und Farbeigenschaften. Der Strahl wird ge-
mal diesen Parametern absorbiert, oder als reflektierter bzw. gebrochener Strahl
im Raum weiterverfolgt. Unter Beriicksichtigung der umgebenden Lichtquellen
wird letzlich aus allen Informationen ein Farbwert fiir das Pixel[7, j| ermittelt (vgl.
Abb. 17). Diese Methode ist in der Lage photorealistische Bilder bzw. Spiegelun-
gen zu erzeugen, allerdings sind dazu groRe Rechenzeiten, fern von Echtzeitani-
mationen, notwendig.

4.1.3 Environment Mapping

Environment Mapping ist eine einfache und schnelle Methode, um Raumspie-
gelungen an gekrimmten Flichen ndherungsweise darzustellen. Die Reflexions-
objekte sollen dabei weit entfernt sein, und der Spiegel sollte sich nicht selbst
widerspiegeln. Es gibt mehrere Variationen dieser Technik, von denen die ge-
brauchlichsten im folgenden kurz erldutert werden. OpenGL unterstiitzt Spheri-
cal, Dual-Paraboloid und Cubic Environment Mapping.
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Abbildung 17: Ray Tracing

Bei dieser Methode wird ein 3-D Hilfsobjekt(Wiirfel, Kugel oder Paraboloid) um
den Spiegel gelegt, dessen Oberflache ein Abbild der Spiegelumgebung darstellt.
Der Spiegel reflektiert also nicht die Umgebung selbst, sondern eine animierte
Textur auf dem Hilfsobjekt, welche die Umgebung représentieren soll.

Beim Cubic Environment Mapping [14] befindet sich der Spiegel im Zentrum
eines Wiirfels. Von diesem Zentrum aus erstellt eine virtuelle, 90° gedffnete Ka-
mera Texturen (,Fotos”) aller sechs Raumrichtungen. Diese Texturen bilden das
Netz des Wiirfels (environment map, Abb. 18 links) und sind unabhangig von der
Position des Betrachters, so dass sie nur aktualisiert werden miussen, wenn die
Szene sich dndert. Die Aktualisierung ist in Echtzeit moglich, der hohe Speicher-
bedarf der Texturen belastet jedoch die Rechenzeit. Cubic Environment Mapping
ist das flexibelste und gleichzeitig komplexeste Environment Mapping-Verfahren.

Das Spherical Environment Mapping [15] verwendet nur eine einzige Textur, um
die Umgebungsreflektion zu erzeugen. Um zu verstehen, wie diese Textur ent-
steht, kann man sich vorstellen, die gesamte Umgebung wiirde auf die Oberflache
einer Kugel projiziert. Abhdngig von der Richtung, in der man in der Kugel schaut,
siecht man nun die jeweilige projizierte Umgebung. Wenn man diese Kugel nun
flach ausbreitet, bekommt man eine Textur (environment map, Abb. 19 links),
die die gewiinschte Umgebung reprasentiert. Diese Environment-Map kann um
dreidimensionale Objekte gelegt werden, um realistische Reflexionen zu erzeugen.



Abbildung 19: Spherical Mapping

Falls sich die Szene dndert, oder der Spiegel sich bewegt, muss die Umgebungs-
textur neu erstellt werden. Auch wenn sich der Ort des Betrachters andert, wird
die Umgebung teilweise nicht mehr korrekt reflektiert. Und wie bei jeder ande-
ren Kugelprojektion kénnen sich deutliche Stérungen in der Reflexion zeigen, da
die Oberflache einer Kugel sich nur schwierig auf eine ebene Fliche abbilden
lasst. Spherical Environment Mapping braucht im Gegensatz zu anderen Ver-
fahren wenig Speicher und funktioniert gut, um Glanzlichter auf unbeweglichen,
reflektierenden Objekten darzustellen (Chrome Effekt).

Das Dual Paraboloid Environment Mapping [16, 17] ist komplexer als das Spherical-
Verfahren und verwendet zwei Texturen als environment maps (Abb. 20 links),
von denen eine die Umgebung vor dem Objekt und die andere die Umgebung
hinter dem Objekt darstellt. Die Texturen sind quadratisch, werden aber mathe-
matisch in die Form einer Halbkugel umgewandelt (Abb. 20 rechts). Der Vorteil
des Dual Paraboloid Environment Mapping ist seine Unabhangigkeit vom Stand-
ort des Betrachters.

Daher miissen die Spiegeltexturen nicht neu erstellt werden, wenn der Betrach-
ter sich bewegt, wie dies beim Spherical Environment Mapping der Fall ist. Der
Nachteil besteht darin, dass die Texturen aufgrund der aufwandigen Umwandlung
nicht so schnell erzeugt und aktualisiert werden kdnnen, wie dies beim Cubic En-
vironment Mapping der Fall ist. Das Dual Paraboloid Verfahren bendtigt weniger



Speicherplatz als das Cubic-Verfahren und eignet sich daher gut fiir Reflexionen,
die nicht dynamisch aktualisiert werden miissen.

Abbildung 20: Dual Parabolic Environment Mapping

4.1.4 Virtual Object Methode

Eyal Ofek und Ari Rappoport stellten 1998 eine interessante Methode [18] zur
Spiegelung von 3D-Objekten an gekriimmten Flachen vor. Im Unterschied zum
Environment Mapping, wo lediglich eine animierte Textur widergespiegelt wird,
konnen bei dieser Methode Objekte in der Spiegelndhe realistisch reflektiert wer-
den, auch in stark gekriimmten Spiegelflachen.

Das Spiegelbild eines Objektes entsteht hier, indem es in ein virtuelles Objekt
transformiert und gerendert wird. Die Transformation besteht darin, jedem Git-
terpunkt (Q eines Szenenobjektes einen virtuellen Punkt @' zuzuordnen. @)’ er-
halt man durch Spiegelung von ) an der Tangentialebene im Reflexpunkt R
(Abb. 21). Die eigentliche Aufgabe besteht also darin, eine gute Approximation
fir den Reflexpunkt R zu finden.

Um dieses Problem zu l6sen, verwendet der Algorithmus von Ofek und Rappoport
eine Triangulierung auf der Spiegelfliche, d.h. eine Auswahl von Stiitzpunkten
(keine Facettierung des Spiegels).

Legt man Sehstrahlen vom Augpunkt durch die Ecken eines beliebigen, sichtba-
ren Dreiecks AV, V,V5 der Triangulierung, so definieren die drei entstehenden,
im allgemeinen windschiefen Reflexstrahlen einen gewissen Raumbereich, eine
reflektierte Zelle (Abb. 23). Fiir Ebene Spiegel ist dieser Raumbereich ein Pyra-
midenstumpf, im allgemeinen Fall wird die reflektierte Zelle von den drei, durch
die Reflexionsstrahlen Ry, R, R3 gebildeten bilinearen Regelflachen

s(Vi+th:) + (1 = 5)(V; + tR;)) (7)
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Abbildung 21: Virtueller Punkt Q'

s € [0,1],¢t > 0 und dem Dreieck AV, V5V3 begrenzt. Die so definierten Zellen
zerteilen also den gesamten Reflexionsbereich (reflection subdivision), und jeder
Szenenpunkt @) im Reflektionsbereich befindet sich in einer, oder auch in meh-
reren dieser Zellen (Mehrfachreflex).

Abbildung 22: Reflektierte Zelle

Mithilfe der sogenannten Explosion Map Methode kann man die zu () gehorige
Zelle (bzw. Zellen) sehr effektiv bestimmen und kennt somit das zu ) gehdri-
ge Dreieck (Dreiecke) der Spiegeloberflache. Aus der relativen Lage von @ zu



einer ihn umgebenden Zelle, l3sst sich ein Tripel von baryzentrischen Koordina-
ten bestimmen. Diese Koordinaten werden dann zu einer Interpolation der drei
Tangentialebenen der Eckpunkte Vi, V5 und V3 verwendet, um daraus eine Spie-
gelebene (bzw. einen Reflexpunkt R) fiir den Punkt zu erhalten. Eine ausfiihrliche
Beschreibung und Diskussion des Algorithmus wird in [18] gegeben.

4.2 Texture Reflection

Mit Texture Reflection wird eine Methode vorgestellt, die Spiegelungen von Tex-
turen schnell und beliebig genau approximiert. Die Spiegelung wird, wie bei der
Virtual Object Methode, durch eine Triangulierung auf der Spiegeloberflache be-
rechnet. Dadurch ist die Rechenzeit, bei gleicher Bildqualitat, deutlich geringer
als beim pixelweisen Bildaufbau (siehe Zeitvergleich von Ray Tracing und Textur
Reflection).

4.2.1 Szenenaufbau

Nach dem Reflexionsgesetz berechnet sich der einfallende und ausfallende Licht-
strahl folgendermallen: Gegeben sei die Spiegelfliche ¢ (mirror), der Augpunkt
E, ein Punkt (Reflex) der triangulierten Spiegelflache R, sowie die Lage der Bil-
debene 1, in welcher die zu spiegelnde Textur liegt.

Abbildung 23: Spiegelung des Beobachters

Spiegelt man den Punkt E an der im Punkt R aufgespannten Tangentialebene
7 (tangential_plane), erhdlt man den Punkt E’. Der zum Reflex R gehdrige



Punkt S ist der Schnittpunkt der Geraden X(s) — '+ s- E'R mit der Bildebene
.

for (i = 0; i< number_x; i++)
{
for (j = 0; j< number_y; j++ )

{
P3d E=EYE;

Real x= x_min+(Real)ixdelta_x, // Parameter vom Reflex
y= y_min+(Real) j*delta_y;

Reflex[i] [j]= mirror.SurfacePoint(x,y);
tangent_plane= mirror.TangentPlane(x,y);
E.Reflect(tangent_plane) ; // E ->E’

StrL3d reflect(E,Reflex[i] [j]1);
S[i][jl= psi_slidex*reflect;

Orient_Eyel[il [j]1=
Signum(tangent_plane.OrientedDistance (EYE));

Orient_slide[i] [j]=
Signum(tangent_plane.OrientedDistance(S[i] [j]));

Mithilfe der beiden Integervariablen Orient_Eye und Orient_slide l&dsst sich
feststellen, ob der Punkt S[i] [j] und der Augpunkt EYE im selben Halbraum
bezgl. der jeweiligen Tangentialebene liegen oder nicht. Diese Abfrage wird spa-
ter priifen, ob der ausfallende Strahl die Bildebene v vom Spiegel weglaufend
geschnitten hat, also wirklichkeitegetreu berechnet wurde. Es ist namlich auch
moglich, dass sich der Schnittpunkt S hinter der Spiegeloberflache ergibt, also
die Punkte E und S in verschiedenen Halbraumen (bzgl. 7) liegen.

Auf diese Weise kann fiir jedes Dreieck der triangulierten Spiegelfliche das zuge-
horige Dreieck der Bildebene berechnet werden. Das Spiegelbild der Textur ergibt
sich, indem man den jeweiligen Bildinhalt eines Dreiecks der Bildebene in das zu-
gehorige Dreieck der Spiegeloberfliche abbildet. Wie in Methode B (Seite 11)
kann auch hier das Dreieck der Bildebene teilweise oder ginzlich aulerhalb der
rechteckigen Texturflache liegen, und damit die dort beschriebenen Probleme der



Bildabbildung bereiten (Clipping). Um diese Probleme zu vermeiden, kénnte man
sich wiederum der in Methode B entwickelten Technik des umrahmten Dias be-
dienen. Im Unterschied zu Projektionen sind die korrespondieren Triangulierungen
von Bild- und Spiegelflache viel starker gestreut, d.h. zugehdrige Dreiecke konnen
schwer abschatzbare GroReunterschiede haben, wodurch Methode B ungeeignet
wird.

Im Folgenden wird nun genau diese Problematik (Reflexionsalgorithmus) vom
Ausschneiden und Spiegeln eines, teilweise auRerhalb der Textur liegenden Drei-
ecks behandelt. Diese Methode sollte nur den tatsachlich innerhalb des Rechtecks
liegenden Bildinhalt erfassen (und dessen Texturkoordinaten bestimmen), und auf
den entsprechenden Teil des korrespondierenden Dreiecks abbilden. Dies ist zwar
ein programmiertechnisch aufwindigerer Weg als Methode B, ist aber letztlich
wesentlich praktischer und effizienter. Die Aufgabenstellung lautet folgenderma-
Ren:

Gegeben sei ein Rechteck 5152535, ein Dreieck ARGB (bzw. AR,,G,,By,),
und gesucht ist deren Schnittmenge (griine Flache), bzw. alle Eckpunkte des, die
Schnittmenge umgrenzenden Polygons I, und das dazu zugehdrige Reflexpolygon
I',,, der Spiegelfliche ¢.
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Abbildung 24: Polygon I und Reflexpolygon I,



Um die Eckpunkte dieser Polygone systematisch zu finden, muss man sich zu-
nachst Gedanken liber die mdoglichen Lagen des Dreiecks zum Rechteck machen:

4.2.2 Ungeteiltes Dreieck

Liegen alle drei Eckpunkte R,G, B innerhalb des Rechtecks, so wird wie ge-
wohnlich der ganze Bildinhalt von auf AR,,G,,, B,, abgebildet. Der erste Schritt
des Reflexionsalgorithmus ist damit die Bestimmung derjenigen Eckpunkte des
ARGB, die innerhalb des Rechtecks liegen. Dazu werden die drei Eckpunkte
der Reihen nach auf ihre Distanz zu den vier begrenzenden Geraden der Tex-
tur (gl0],gl1],g[2]1,g[3]) abgefragt. Liegt ein Punkt innerhalb des Recht-
eckbereichs a x b, so wird er in eine Liste der gesuchten Polygoneckpunkte
(Liste_slide) aufgenommen, und gleichzeitig die Anzahl der, in dieser Liste
befindlichen Punkte (points) um 1 erhoht. Der zugehdrige Punkt der Spiegel-
fliche ist bereits bekannt und wird in eine Liste der korrespondierenden Poly-
goneckpunkte (Liste_mirror) aufgenommen.

Falls alle drei Eckpunkte innerhalb des Rechtecks liegen (points==3), so wer-
den die entsprechenden Texturkoordinaten (T[1],T[2],T[2]) und der Schattie-
rungsparameter g berechnet, und das Dreieck SurfTriangle mit dem berech-
neten Bildausschnitt der Bitmapgrafik Map1 gefiillt.

if (gl[0].Distance(R)<b && gl[1].Distance(R)<a &&
g[2] .Distance(R)<b && g[3].Distance(R)<a)
{
Liste_slide[points]=R;
Liste_mirror[points]= R_mirror;
points++;
}
if (g[0] .Distance(G)<b && gl[1] .Distance(G)<a &&
g[2] .Distance(G)<b && g[3] .Distance(G)<a)

{
Liste_slide[points]=G;
Liste_mirror[points]= G_mirror;
points++;

}

if (gl[0] .Distance(B)<b && gl[1].Distance(B)<a &&
gl[2] .Distance(B)<b && gl[3].Distance(B)<a)
{



Liste_slide[points]=B;
Liste_mirror[points]= B_mirror;
points++;

if (points == 3)
{
T[1] (g[3] .Distance(R)/a,
g[0] .Distance(R)/b);
T[2] (g[3] .Distance(G)/a,
g[0] .Distance(G)/b);
T[3] (g[3] .Distance(B)/a,
g[0] .Distance(B)/b);

SurfTriangle[1] = R_mirror;
SurfTriangle[2] = G_mirror;
SurfTriangle[3] B_mirror;

Real g= bright+fabs(GetLightDir()
*SurfTriangle.GetNormalizedNormal ())*(1-bright) ;

SurfTriangle.MyShadeWithTexture(Mapl,T, (float) g);

4.2.3 Geteiltes Dreieck

Ist dies nicht der Fall, also points < 3, so liegt das ARG B entweder ginzlich
auBerhalb des Rechtecks oder I' hat noch weiter Eckpunkte. Diese konnen dann
auch Eckpunkte des Rechtecks sein, oder Schnittpunkte des Dreiecks mit dem
Rechteck. Zundchst berechnet der Algorithmus alle Schnittpunkte der Trager-
geraden der Dreiecksseiten red,green,blue mit den Trigergeraden der Recht-
eckseiten g[i] i= 0...3. Das ergibt je vier Schnittpunkte, die in den Listen
Rot[1], Gruen[l], Blau[l], mit | = 0 ...3 gespeichert werden. Jeder die-
ser zwolf Kandidaten ist genau dann ein Eckpunkt von I', wenn er zwischen zwei
Eckpunkten von ARG B und zwischen zwei Eckpunkten des Rechtecks 57555355,
liegt, also tatsdchlich auf dem Rechteck und auf dem Dreieck liegt. Die Routine
IsInBetween priift ob ein Punkt P der Geraden g im Parameterbereich |¢;, o]
liegt:



Boolean IsInBetween(StrL3d g,P3d P,Real t1,Real t2)
{

Real t_P= g.GetParameter(P);

Boolean IsIn= false;

if( t_P > t1 && t_P < t2)

{
IsIn= true;
}
return(IsIn);
}

Es sei also P ein solcher Schnittpunkt, der zwischen zwei Eckpunkten des Drei-
ecks ARGB liegt. Der zugehérige Punkt P,, der Spiegelfliche, liegt dann zwi-
schen den korrespondierenden Eckpunkten des AR,,G,,B,,, und soll die Seite
auf der er liegt im selben Verhéltnis teilen wie in der Texturebene. Z.B. teilt der
Punkt P in der unteren Abbildung die Seite RG im selben Verhiltnis wie P, die
Seite R,,G,y,:
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Es gilt also: P,, = R + 1221

s gilt also: P,, = R+ =a * R,.G,,

Obiges Teilungsverhaltnis ist im allgemeinen nur bei kollinearen Abbildungen von
zueinander kollinearen Dreiecken konstant, kann aber ohne Probleme auch fir
Spiegelungen als solches verwendet werden, da bei einigermalien feiner Triangu-
lierung kein optischer Unterschied zur Wirklichkeit erkennbar ist.



Weiters miissen die vier Eckpunkte des Rechtecks Sy, Ss, S5, 54 auf ihre La-
ge bzgl. ARGB iiberpriift werden. Liegen sie innerhalb des Dreiecks, so sind
sie Eckpunkte von I'. Um festzustellen ob ein Punkt S innerhalb des Dreiecks
ARGB liegt, kann man folgendes Kriterium verwenden:

B
Ist die Summe der drei Winkel, den die Vektoren SR, SG, S B jeweils miteinander
einschlielen gleich 27, so liegt S innerhalb, ansonsten auBerhalb des ARG B:

G

Etwas schwieriger ist es, fiir einen innerhalb des Dreiecks liegenden Rechteckseck-
punkt S, den zugeordneten Punkt der Spiegelflache S,, zu finden. Dazu definiert
man eine Gittergerade (StrL3d h) durch S und beispielsweise durch den Eck-
punkt G. Diese Gerade schneidet die Seite RB im Punkt F, dessen zugeordneter
Punkt F,, sich wie oben beschrieben berechnen [5Rt:
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und damit



Insgesamt stehen also neben den drei Eckpunkten des ARG B 16 mdgliche Kan-
didaten fiir die Eckpunkte des Polygons I' (bzw. I',,) zur Auswahl: 12 Schnitt-
punkte der Tragergeraden des Dreiecks mit dem Rechteck und 4 Eckpunkte des
Rechtecks. In einer for - Schleife werden der Reihe nach die vier Rechteckssei-
ten samt ihren Rechteckseckpunkten tiberpriift: Die Rechteckseiten auf mogliche
Schnittpunkte mit den Dreieckseiten, und die Eckpunkte auf ihre Lage zum Drei-
eck. Erfiillt ein Punkt die angefiihrten Kriterien, wird er in in die Liste_slide
aufgenommen, und points um 1 erhdht. Hochstens sieben der insgesamt 19
moglichen Kanditaten konnen Eckpunkte von I' sein, d.h. " kann ein Dreieck,
Viereck, Fiinfeck, Sechseck oder ein Siebeneck sein. Falls es keinen einzigen pas-
senden Punkt gibt (points = 0), so liegt das Dreieck ganzlich auRerhalb des
Rechtecks und braucht nicht weiter beachtet werden.

int 1;

for(1=0;1<=3;1++)

{
Rot[1] = redxg[l];
Gruen[1]= greenx*g[1];
Blau[l] = bluexg[l];

V3d S_R(TheSlide[1+1],R),
S_G(TheSlide[1+1],G),
S_B(TheSlide[1+1],B);

Real alpha= S_R.Angle(S_G,false)+S_G.Angle(S_B,false)+
S_B.Angle(S_R,false);

if (fabs(alpha-2*PI)<1le-10)
{
Liste_slide[points]= TheSlide[1+1];
StrL3d h(G,TheSlide[1+1]);
P3d Fuss= h*green,
Fuss_mirror= R_mirror + (Fuss-R).Length()/
(R-B) .Length () *(B_mirror-R_mirror) ;

Liste_mirror[points]=
G_mirror+(TheSlide[1+1]-G) .Length()/
(Fuss-G) .Length () * (Fuss_mirror-G_mirror) ;



points++;

by

if (IsInBetween(g[l],Rot[1],0,dimen[1]) &&
IsInBetween(red, Rot[1],0,(B-G).Length()))
{
Liste_slide[points]= Rot[1];
Liste_mirror[points]= G_mirror+(Rot[1]-G).Length()/
(B-G) .Length () *(B_mirror-G_mirror) ;
points++;
}
if (IsInBetween(g[l],Gruen[1],0,dimen[1]) &&
IsInBetween(green, Gruen[l],0,(B-R).Length()))
{
Liste_slide[points]= Gruen[1];
Liste_mirror[points]= R_mirror+(Gruen[1]-R).Length()/
(B-R) .Length () *(B_mirror-R_mirror) ;
points++;
}
if (IsInBetween(g[l],Blau[l],0,dimen[1]) &&
IsInBetween(blue, Blau[l],0,(G-R).Length()))
{
Liste_slide[points]= Blau[l];
Liste_mirror[points]= G_mirror+(Blau[l]-G).Length()/
(R-G) .Length()* (R_mirror-G_mirror) ;
points++;
}
}

4.2.4 Sortieren von I’

Bisher wurde keine Riicksicht darauf genommen, in welcher Reihenfolge die Eck-
punkte von I' (bzw. T',,,) gespeichert wurden. Nachdem also alle Eckpunkte be-
stimmt worden sind, miissen sie in eine richtige Reihenfolge gebracht werden,
z.B. im Gegenuhrzeigesinn geordnet werden. Ansonsten ware es moglich, dass
sich der Polygonzug iiberkreuzen wiirde und Fehler bei der Abbildung des Bild-
inhaltes von I' auf I',,, auftreten.

Als Schnittmenge zweier konvexer Figuren (Dreieck und Rechteck) ist auch das
Polygon I" (bzw. T',,) konvex, und somit liegt der Schwerpunkt S des Polygons
Lo,



points—1

Ly [n]
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im Inneren von I',,, und kann als Zentrum der Polygoneckpunkte betrachtet wer-
den, weil diese quasi um ihn angeordnet sind:

1

L
s s
N [
r .

Die Liste angle[i] speichert die Winkel (mit gleichgerichtetem Drehsinn) der
— —

Vektoren ST (i = 0...points — 1) zum Vektor ST und bildet die Grund-
lage zum Sortieren der Eckpunkte von I',,, die in steigender Reihenfolge ihrer
entsprechenden Winkel in eine neue Liste (sorted_poly) eingeordnet werden.
Aulerdem werden die zur Abbildung bendtigten Texturkoordinaten des Polygons
[ im 2D - Polygon TEXT in gleicher Reihenfolge abgespeichert. Nachdem all dies
geschehen ist wird der Schattierungsparameter g berechnet, und das Polygon
sorted_poly mit dem zugehdrigen Bildausschnitt gefiillt.

sorted_poly.Def (PureWhite,points) ;
TEXT.Def (PureWhite,points) ;

P3d S5(0,0,0);

for (1=0;1<points;1l++)

{
S

}

S+Liste_mirror[1];



S= (Real) 1 / Real (points) * S;

V3d SLO(S,Liste_mirror[0]);
Real angle_min,last_sorted=0,angle([7];

for (t=0;t<points;t++)
{
V3d SLn(Center,Liste_mirror[t]);
angle[t]= SLO.Angle(SLn,false,true);
if (angle[t]<0)
{
angle[t]= angle[t]+2*PI;
}
}

int index=0;

sorted_poly[1]= Liste_mirror[0];

TEXT[1] (g[3] .Distance(Liste_slide[0])/a ,
g[0] .Distance(Liste_slide[0])/b);

for (m=2;m<=points;m++)
{
angle_min= 3*PI;
for(n=1;n<points;n++)

{
if (angle[n]<angle_min && angle[n]>last_sorted)
{
angle_min= angle[n];
index= n;
}
}

sorted_poly[m]= Liste_mirror[index];
TEXT [m] (g[3] .Distance(Liste_slide[index])/a ,
g[0] .Distance(Liste_slide[index])/b);

last_sorted= angle_min;

Real g= bright+fabs(GetLightDir () *
sorted_poly.GetNormalizedNormal())*(1-bright);



sorted_poly.MyShadeWithTexture (Mapl,TEXT, (float) g);

4.2.5 Vergleich: Ray Tracing / Textur Reflection

Im Folgenden werden die Methoden Ray Tracing und Textur Reflection, hinsicht-
lich ihrer Bildqualitdt und Rechenzeit verglichen. Zu diesem Zweck wurden in
POV Ray 3.5 fiir Windows mit der Ray Tracing Methode, und in Open Geometry
mit der Texture Reflection Methode Tests durchgefiihrt. In beiden Programmen
wurden identische Szenen, im gleichen Spiegel, vom gleichen Augpunkt aus be-
trachtet, und Testbilder erstellt. Um die Qualitat der Ergebnisse zu vergleichen ist
es notwendig, dass die Objekte auf den Testbildern die gleiche Pixelgrée haben.
Die Rechenzeit kann in beiden Programmen abgelesen werden. Da POV Ray 3.5
nicht speziell fiir Spiegelungen programmiert wurde, kann man davon ausgehen,
dass es schnellere Ray Tracer fiir diesen Zweck gibt. Der Vergleich sollte daher
im Wesentlichen die GréBenordnungen der Rechenzeiten gegeniiberstellen, und
die Starken und Schwachen der beiden Methoden zeigen.

#include "colors.inc" // POV Ray - Source
background{ color White }

camera{orthographic
location <1, 0.5, -1.0>
look_at <0, 0, 0>
angle 60
}

light_source {<5, 4, -13> color White shadowless }

sphere{<0, 0, 0>, 0.25
texture{ pigment{color Black}
finish{specular 0.9 reflection 0.8}
}
}
box{<0, 0, 0> <1, 1, 1>
texture { pigment{image_map{png "m.png"}}
}



translate <0, -0.5, 0.3>
}

Die Testergebnisse zeigen, dass die GroRe der zu spiegelnden Bitmapgraphik dar-
tiber entscheidet, welche der beiden Methode leistungsstarker ist. Der Grund dafiir
ist die Routine MyShadeWithTexture (S. 27) in der Texture Reflection Methode.
Dieses Phanomen war schon bei den Bildprojektionen (vgl. S. 33) zu beobachten.

Bei der Spiegelung einer Textur mit den AusmaRen 512 x 512, sind die Rechen-
zeiten der beiden Methoden etwa gleich, gemessen an Ergebnissen von gleicher
Bildqualitat. Die Bildqualitat beim Ray Tracing ist durch die Wahl der Auflsung
des Ausgabebildes grunsatzlich festgelegt, wahrend sie bei der Texture Reflection
Methode davon abhangt, wie fein man die Spiegeltriangulierung wahlt.

Die Spiegelung von Texturen kleiner als 512 x 512 Pixel ist die Texture Reflection
Methode dem Ray Tracing iiberlegen, Texturen bis zu 128 x 128 Pixel werden in
Echtzeit gespiegelt. Da beim Ray Tracing immer die ganze Bildebene gerastert
wird, ist die Rechenzeit vollig unabhdngig von der verwendeten Textur. Diese
Tatsache wird bei der Verwendung groRer Texturen zum Vorteil gegeniiber der
Textur Reflection Methode.



Abbildung 25: Spiegelungen mittels Texture Reflection
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